Ma 74 UDC 681.3

ACTA POLYTECHNICA SCANDINAVICA

MATHEMATICS AND COMPUTING IN ENGINEERING SERIES No. 74

Efficient Transitive Closure Computation in Large Digraphs

Esko Nuutila

Helsinki University of Technology Laboratory of Information Processing Science Otakaari 1, FIN-02150 Espoo, Finland

Dissertation for the degree of Doctor of Technology to be presented with due permission for public examination and debate in Auditorium E at Helsinki University of Technology (Espoo, Finland) on the 16th of June, 1995, at 12 o’clock noon.

HELSINKI 1995

Nuutila, E., Efficient Transitive Closure Computation in Large Digraphs. Acta Polytechnica Scandinavica, Mathematics and Computing in Engineering Series No. 74, Helsinki 1995, 124 pages. Published by the Finnish Academy of Technology. ISBN 951-666-451-2. ISSN 1237-2404. UDC 681.3.

Keywords: algorithms, data structures, directed graphs, transitive closure, strong components, Tarjan’s algorithm, intervals, chain decomposition, random graphs, simulation.

Abstract

This thesis examines new efficient transitive closure algorithms and representations. Two new transitive closure algorithms that are based on detecting the strong components are presented. Worst-case analysis and simulation experiments show that the new algorithms are more efficient than the previous algorithms that are based on strong component detection. The algorithms use Tarjan’s algorithm for strong component detection. Also, two improved versions of Tarjan’s algorithm are presented.

Two new compact transitive closure representations are presented. The first representation is based on intervals of consecutively numbered strong components. The representation generalizes a previous method for compressing the transitive closure of an acyclic graph. The new representation also handles cyclic graphs, and it can be computed more efficiently than the previous representation. The second new representation generalizes the chain decomposition representation for acyclic graphs to handle cyclic graphs.

Simulation experiments show that the interval representation is superior to the commonly used adjacency list representation. The experiments indicate that the interval representation requires typically at most a space linear to the number of vertices in the input graph. The experiments also indicate that with the interval representation and the new algorithms, the transitive closure can be computed typically in time linear to the size of the input graph.

Preface

This thesis is the result of my work in the data structure and algorithm research group of the Laboratory of Information Processing Science at Helsinki University of Technology during the years 1992 to 1994. The work was financed by the Academy of Finland, Helsinki Graduate School in Computer Science and Engineering, Emil Aaltonen’s foundation, Leo and Regina Wainstein’s foundation, and Jenny and Antti Wihuri’s foundation. The Center for Scientific Computing provided computational resources for the simulation studies I did.

I thank professor Eljas Soisalon-Soininen, the head of our research group and my thesis supervisor. Without him, this thesis would not have been possible. Before Eljas joined our laboratory in 1991, I had more or less lost the hope of finding an interesting subject for a doctoral thesis. Eljas encouraged me to enter the field of algorithm research. In our discussions with Eljas, we soon found an interesting subject for my thesis. During my work, Eljas helped me by giving me new ideas and discussing the ones that I got.

I thank Vesa Hirvisalo for his friendship and support during all my years at Helsinki University of Technology. Vesa’s studies on the disk behavior of my transitive closure algorithms and our discussions have been useful for my work.

I thank Ilkka Karanta and Pertti Laininen for their advice on statistical methods. I thank professors Reino Kurki-Suonio and Martti Tienari for their thesis review and their valuable comments. I also thank Elizabeth Heap-Talvela for checking the English language of my thesis.

I present special thanks to my colleagues in room U401. The nice atmosphere of U401 has always cheered me up when the work has been difficult.

Finally, I thank my wife Raisa and my daughters Katariina and Emilia for their love, support, and patience.

Otaniemi, May 1995

Esko Nuutila

4

Contents

1 Introduction 7 1.1 Nature and scope of the problem : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 7 1.2 Goals : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 9 1.3 Methodology : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 9 1.4 Contributions : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 10 1.5 Thesis outline : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 11

2 Transitive closure problem 13 2.1 Graph theoretic preliminaries : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 13 2.2 Defining the problem : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 18 2.2.1 Related problems : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 18 2.3 Previous work : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 19 2.3.1 Warshall’s algorithm : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 19 2.3.2 Algorithms based on detecting the strong components : : : : : : : : : : 20 2.3.3 Algorithms based on matrix multiplication : : : : : : : : : : : : : : : : 22 2.3.4 Transitive closure computation in databases : : : : : : : : : : : : : : : 23 2.3.5 Representations and dynamic updates : : : : : : : : : : : : : : : : : : 30

3 Transitive closure computation using strong components 35 3.1 Strong component detection – Tarjan’s algorithm : : : : : : : : : : : : : : : : 35 3.1.1 Analysis : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 37 3.1.2 Improvements : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 42 3.2 Adapting Tarjan’s algorithm to transitive closure computation : : : : : : : : : 48 3.3 New algorithm CR TC : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 56 3.4 New algorithm STACK TC : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 60 3.5 Comparisons with previous algorithms : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 65

4 Representing successor sets 71 4.1 Properties of common set representations : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 71 4.2 Interval representation : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 72 4.3 Chain representation : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 76 4.4 Avoiding multiple paths : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 80

5 Simulations 83 5.1 Method : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 83 5.1.1 Mathematical algorithm analysis : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 83

5.1.2 Performance evaluation by simulation : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 84 5.1.3 Inputs : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 87 5.1.4 Performance evaluation design : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 90 5.2 The size of transitive closure representations : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 92 5.2.1 Experimental setting : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 92 5.2.2 Results : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 93 5.2.3 Discussion : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 96 5.3 Successor set construction : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 97 5.3.1 Experimental setting : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 97 5.3.2 Results : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 98 5.3.3 Discussion : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 103 5.4 Execution time : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 105 5.4.1 Experimental setting : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 105 5.4.2 Results : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 105 5.4.3 Discussion : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 105

6 Conclusions 111 6.1 Summary of the main results : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 111 6.2 Further research : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 112 Bibliography : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 114