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11.7 Lyhin reitti (shortest path)

11.8 Verkon vhtenaisyys (graph connectivity)

11.9 Suunnatut verkot

11.10 Joukot ja verkot
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11.1 Yleista

Verkko on kokoelma solmuja (vertex), joita yhdistaa

toisiinsa joukko sarmida (edge). Sarmia kutsutaan myos
kaariksi (arc).

Solmuilla on nimi ja niihin voi liittya dataa
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=  Sarmat yksiloidaian niiden paitesolmujen avulla. Sarmiin
voi liittya paino (weight)

®" Verkon maarittely ei riipu siita, miten se on esitetty tai
piirretty. Usein maantieteellinen esitys on selkein

= Verkkojen sovelluksia:

« Lentoyhtion aikataulu
« Maantieverkko

« Projektin aikataulu

« Putkistokaavio

« Virtapiiri

« Tietoliikenneverkko

- 3D malli kappaleesta
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Eraita verkkoihin liittyvia ongelmia:
=  Onko reittia pisteestia A pisteeseen B?

= Mika on lyhin reitti pisteesta A pisteeseen B, kun lasketaan
sarmat?

= Mika on halvin reitti pisteesta A pisteeseen B, kun lasketaan
sarmiin liittyvat kustannukset?

= Mika on pienin kustannus, jolla verkon eri solmut voidaan
yhdistaa toisiinsa?

" Voidaanko verkko levittaa tasoon?
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11.2 Terminologiaa
Solmujen viliset yhteydet:

=  Polku (path) on solmujen lista, joka johtaa solmusta x
solmuun y, siten etti listan perikkaisten solmujen vililla on
sarma

= Yksinkertainen polku (simple path) ei kulje saman solmun
kautta kahdesti

=  Silmukka (cycle) on yksinkertainen polku, paitsi etti sen
alku- ja loppusolmut ovat samat
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= Jos verkon siarmia voi edeta vain tiettyyn suuntaan, kyseessa
on suunnattu verkko (directed graph, network). Muutoin
verkko on suuntaamaton (undirected)

Esimerkki: Projektin aikataulu. Mikéi vaihe seuraa mitakin?

= Jos verkon siarmiin liittyy jokin kustannus, on kyseessa
painotettu verkko (weighted graph)

Esimerkki: Maantieverkko + etaisyydet
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Verkon yhtenevyys:

=" Suuntaamaton verkko on yhtendainen (connected), jos
jokaisesta solmusta on polku kaikkiin muihin solmuihin

= Epayhteniinen verkko koostuu yhteniisisti osaverkoista

Esimerkki: Suomen maantieverkko on epayhteniinen, koska
tieta pitkin ei paase kaikkiin kaupunkeihin, esim.
Maarianhaminaan. Valissa tarvitaan muunlaisia yhteyksia.
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Puut:

"  Puu (tree) on yhteniinen suuntaamaton verkko, jossa ei ole
silmukoita

= Puussa kahden solmun viililla on vain yksi
(yksinkertainen) polku

= Jos puuhun lisataan sarma muodostuu silmukka

=  Metsa (forest) on epayhteniainen verkko, jonka yhteniiset
osat ovat puita
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Virityspuu (spanning tree) on verkon yhteniinen aliverkko,
joka sisaltaa kaikki verkon solmut, mutta vain niin paljon
sarmia kuin tarvitaan muodostamaan niista puu

" Virityspuu ei ole yksikasitteinen

Esimerkki: Pienin méaara johtoa, mika tarvitaan
vhdistamaan tietty joukko kytkentipisteita
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Verkon sarmien maira:
= Puu, jossa on V solmua, sisaltia V-1 sarmaa

=" Suuntaamattomassa verkossa, jossa on V solmua, sirmien

maara E voi olla:
0 L EZXSV((V-1)/2

= Verkko, jossa on kaikki mahdolliset sarmait, on tiydellinen
(complete)

" Verkkoa voidaan sanoa tihesiksi (dense) tai harvaksi
(sparse). Rajakynnykseni esimerkiksi Vlog V sarmaa.
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11.3 Verkon esittaminen

Verkko voidaan esittiaa tietorakenteena usealla eri tavalla:
1) Yhteysmatriisi (adjacency matrix)
= QOletetaan, etta verkon solmut kuvataan kokonaislukuina 1..V

= Esimerkkiverkko voidaan esittaia nyt matriisimuodossa, jossa
alkio 1 kuvaa siarmian olemassaoloa ja alkio o, ettid sirmaa ei

ole. @ e .
AN :
0 1
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= Sovitaan, etti alkiosta on yhteys itseensa

= Matriisissa puolet alkioista on tarpeettomia, mutta
taydellista matriisia on helpompi kiisitella algoritmisesti

= Yhteysmatriisi soveltuu tiheille verkoille

* Suunnatussa verkossa matriisi ei ole symmetrinen
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2) Seuraajaluettelo (adjacency structure)

= Jokaisen solmun seuraajalistassa (adjacency list)
luetellaan kaikki ne solmut, joihin on sarma tasta solmusta

= Esimerkkiverkon seuraajaluettelo:

®\ s

C:A,B

= Toteutettavissa tehokkaasti linkitettyina listoina
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Luentotehtava: mika seuraavista ei kuulu
joukkoon? Nimea esitysmuodot.

. Verkko G = (V,E), jossa . a b ¢ da e
a o0 1 1 o 0o

V={a,b,c,d, e} b 0 0 0 1 0
E={ (a,b), (a,c), (b,d), (c,d), (c,e) } c O 0] 0 1 1

d O 0o 0 0o o

e O 0o 0 0o o
. . a: b,c

b: d

c: d, e

d:

e:
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Relaatioista

= QOlkoon verkko G = (V,E), jossa
« V on verkon solmujen joukko ja
« E on verkon kaarien joukko ECVxV
= Binaarirelaatio E on
« refleksiivinen, jos kaikille x €V patee (x,x) € E
« symmetrinen, jos (x,y) €EE — (y,x) €EE
- transitiivinen, jos (x,y) € Eja (y,z) €E — (x,z) €EE

® 9

= Relaatio, joka on refleksiivinen, symmetrinen seka
transitiivinen on ekvivalenssirelaatio

e vrt”="tail ’<” luonnollisille luvuille

3/30/05
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11.4 Verkon lapikayntialgoritmit
(graph traversal)

= Algoritmien tavoitteena on kayda lipi verkon kaikki solmut
= Téatéa varten verkon ajatellaan koostuvan kolmesta osasta:
1) Puu (tree)

« Solmut, joissa on jo kayty
2) Reunus (fringe)

« Solmut, joiden etaisyys puusta on yksi sarma
3) Tuntematon (unseen)

« Muut solmut, jotka ovat siis kauempana puusta

3/30/05 19
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= Verkko (sen yhtenidinen osa) kiydaan liapi valitsemalla
reunukselta jokin solmu, liittamalla se puuhun ja siirtamalla
sen naapurit reunukseen

= Eri algoritmit poikkeavat siina, mika solmu reunukselta
valitaan

= Lopputuloksena saadaan verkon hakupuu
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11.4.1 Depth-first haku (depth-first search, DFS)

= Menetelmissa valitaan aina reunuksen uusin solmu ja
liitetaan se puuhun

" Reunus toteutetaan pinona:
= Pinon paiallimmaéiinen solmu liitetdan puuhun

= Taman vierekkaiset alkiot tyonnetaian pinoon, elleivit ne jo
ole siella

= Pinon lisiaksi yllapidetaan aputaulukoita visited/] ja parent/]

« visited[i]: i= 0 (tuntematon), i=-1 (reunuksessa),
i >0 (puussa)

« parentli]: solmun iisa verkon hakupuussa
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11.4.2 Rekursiivinen DFS

= Rekursiivinen toteutus kiy verkon kaikki solmut léipi
seuraavalla tavalla:

1. Vieraile (visit) solmussa
2, Tutki, onko seuraajalistan mukaisissa solmuissa vierailtu

3. Jos jossakin listan solmussa ei ole kiyty, kutsu DFS:aa talle
solmulle

= Rekursiivisen algoritmin ja pinoalgoritmin DFS-puut ovat
erilaisia. Miksi?

3/30/05 22
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Depth-first Search

Algorithm DFS(G) Algorithm DFS-VISIT(G, u)
1. for each u € V[G] do 1. visited[u] < true
2. visited[u] < false 2. for each v € Adj[u] do
3. finished[u] < false 3. if visited[v] = false then
4. for each u € V[G] do 4. DFS-VISIT(G, v)
5. if visited[u] = false 5. finished[u] < true
6. DFS-VISIT(G, u)

3/30/05 23
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DFS algoritmin tehokkuus on:

= Seuraajalistalle O(V + E)
®" Yhteysmatriisille O(V2)

DFS-algoritmilla voidaan ratkaista eraita tiarkeita verkkoihin
liittyvia ongelmia, mm.

= Onko verkko yhteniainen?
= Mitka ovat verkon yhtenaiset osaverkot?

"  Onko verkossa silmukoita?

3/30/05
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11.4.3 Breadth-first-haku (breath-first search, BFS)

= Menetelmissa valitaan aina reunuksen vanhin solmu ja
liitetaan se puuhun

= Reunus toteutetaan jonona:
= Jonon ensimmainen solmu liitetain puuhun

= Taman vierekkiiset alkiot laitetaan jonon loppuun, elleivat
ne jo ole jonossa

Tuloksena saadaan BFS-puu
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Breadth-first search

1
2
3
4.
5.
6
7/
8
9

10.
11.
12.
13.

3/30/05

. Initialize empty queue Q
. for each u € V[G] do

visited[u] < false
finished[u] < false
visited[s] < true

. ENQUEUE(Q, s)
. while Q not empty do

u < DEQUEUE(Q)
for each v € Adj[u] do
if visited[v] = false then
visited[v] < true
ENQUEUE(Q, v)
finished[u] < true

26



Korhonen, A., Malmi, L. Tietorakenteet ja algoritmit / Verkot

BFS ratkaisee eraita verkko-ongelmia

= Mikai on lyhin reitti pisteesta A pisteeseen B, jos lasketaan
vain kuljettujen sarmien maaraa?

=  Mitka ovat lyhimmiit reitit kaikkiin solmuihin lahtien
solmusta A, jos lasketaan vain kuljettujen sarmien maaraa?

DFS:n ja BFS:n perusero:

= DFS etenee verkossa niin pitkille kuin mahdollista ja
peruuttaa sitten etsiessiaan uutta etenemishaaraa

= BFS etenee verkossa leveilla rintamalla sailyttien saman
etaisyyden lidhtopisteeseen
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= Reunuksen esittimiseen kaytetty tietorakenne voidaan
yleistaa prioriteettijonoksi, jollain saadaan erilaisia PFS-
hakuja (priority-first search)

« Miki on lyhin reitti pisteesti A pisteeseen B painotetussa
verkossa?

« Mitka ovat lyhimmat reitit kaikkiin solmuihin ldhtien
solmusta A, jos verkko on painotettu?

« Mika on painotetun verkon pienin virityspuu?
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11.5 Painotetut verkot (weighted graphs)

= Painotetussa verkossa jokaiseen siarmaan liittyy kustannus,

esim.
« Aikataulu: hinta tai matkan pituus
« Projektikaavio: osatyon kestoaika
« Sahkokytkenta: johdon pituus

= Algoritmeissa kiytetaan usein termia etaisyys, vaikka
Kysymys on painosta

Yleensa painot ovat positiivisia. Negatiivisten painojen
esiintyminen voi mutkistaa algoritmeja merkittavasti
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Yleisimmat ongelmat:
1. Mika on lyhin reitti pisteesta A pisteeseen B?

2. Mika on (painotetun) verkon pienin virityspuu?

3/30/05
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= Painot voidaan esittaa yhteysmatriisissa hyvin helposti

O)

2 3

N
C

B C

Qwp
N oo

0 2
0O 3
3 0
=  Lavistiajaalkiot on selkeinti pitiaa nollina

= Seuraajaluettelossa esitykseen taytyy liittda painotiedot:

A: (C, 2)
B: (C, 3)
C: (A, 2),(B,3)
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11.6 Pienin virityspuu (minimun spanning tree)

* Yhteniisen verkon pienin virityspuu on niiden sarmien
joukko, jotka yhdistavat verkon kaikki solmut toisiinsa siten,
ettia kaarien painojen summa on pienin mahdollinen.

= Pienin virityspuu ei ole vilttamatta yksikasitteinen

= Taman joukon taytyy olla valttamattia puu, koska muuten
siina olisi silmukka ja sen purkaminen vihentiisi
kokonaispainoa.

= Puu voidaan loytaa useilla erilaisilla algoritmeilla
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11.6.1 PFS-haku
®= Verkko kuvataan seuraajalistan avulla

= Menetelmissa valitaan aina reunuksen lahin solmu ja
liitetaan se puuhun

= Reunus toteutetaan prioriteettijonona, jossa prioriteettina
on solmun etiisyys puusta

= Pienimmilli etidisyydella oleva solmu liitetidan puuhun

= Taman vierekkaiset alkiot laitetaan jonoon ja tarvittaessa
paivitetain jo jonossa olevien solmujen etaisyytta 5
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= Prioriteettijonon toteutuksena on keko
= Tuloksena saadaan pienin virityspuu

" Tehokkuus: O((E + V) logV)

3/30/05
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Lause:

Kun verkon solmut jaetaan kahteen joukkoon, niin pienin
virityspuu sisaltiaa lyhimmaéan siarman, joka yhdistiaa niaiden
joukkojen jotkin kaksi solmua.
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Todistus:

Vastaviite: Kyseinen siarmai ei kuulu pieninpain virityspuuhun.
= Lyhin sarmain voidaan lisita pienimpaén virityspuuhun
= Vastaava pidempi yhteys voidaan poistaa
=> Saatiin uusi virityspuu, joka on pienempi
= Alkuperiinen ei ollutkaan pienin virityspuu
= Paadytaan ristiriitaan, joten alkuperiainen lause on tosi

= PFS-haussa kyseiset joukot ovat {visited} ja {unvisited}
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11.6.2 Primin algoritmi
= Verkko esitetain yhteysmatriisin avulla, jonka kokoonV *V

= Prioriteettijonoa yllapidetaan erillisessa taulukossa, jonka
kokoonV

= Jokaisella kierroksella kiaydaén léapi yksi yhteysmatriisin rivi
(solmusti k lihtevat sarmat) ja tehdain seuraavat asiat:

« Poistetaan solmu k prioriteettitaulukosta ja liitetain
puuhun

« Lisataian k:n viereiset solmut taulukkoon ja merkitaian
niiden prioriteetiksi etaisyys k:hon
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« Jos viereinen solmu on jo taulukossa, paivitetaian sen
prioriteettiarvo, jos tima on suurempi kuin solmun
etaisyys k:hon

- Etsitaan prioriteettitaulukon pienin alkio, josta tulee
uusi k seuraavalle kierrokselle

Tehokkuus: O(E) = 0O(V?2) tiheille verkoille

3/30/05
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11.7 Lyhin reitti (shortest path)

= Halutaan loytaa reitti solmusta A solmuun B siten, etti
polkuun kuuluvien sarmien painojen summa on pienin
mahdollinen

= Tuloksena saadaan samalla lyhimpien reittien virityspuu
(shortest path spanning tree)

= Useita eri algoritmeja
11.7.1 BFS

= Jos painot ovat saman suuruisia, voidaan kayttaa breadth-
first hakua

3/30/05
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11.7.2 PFS-haku

" Yleisessa tapauksessa voidaan kayttaa PFS-hakua, jossa
verkko kuvataan seuraajalistan avulla

= Menetelmassa valitaan aina reunuksen alkupistetta lahin
solmu ja liitetaan se puuhun

= Reunus toteutetaan prioriteettijonona, jossa prioriteettina
on solmun etiisyys alkupisteeseen (puun juureen)

= Pienimmailli etidisyydella oleva solmu liitetidan puuhun

= Taman vierekkaiset alkiot laitetaan jonoon ja tarvittaessa
paivitetain jo jonossa olevien solmujen etaisyytta

3/30/05
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= Taman vierekkaiset alkiot laitetaan jonoon ja tarvittaessa
paivitetain jo jonossa olevien solmujen etaisyytta

= Prioriteettijonon toteutuksena on keko
®* Tuloksena saadaan lyhimpien reittien virityspuu

Tehokkuus: O( (E + V) log V)
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11.7.3 Dijkstran algoritmi
= Verkko esitetain yhteysmatriisin avulla, jonka kokoonV *V

= Prioriteettijonoa yllapidetaan erillisessa taulukossa, jonka
kokoonV

= Jokaisella kierroksella kaydaén léapi yksi yhteysmatriisin rivi
(solmusti k lihtevat sarmat) ja tehdain seuraavat asiat:

« Poistetaan solmu k prioriteettitaulukosta ja liitetain
puuhun

« Lisataian k:n viereiset solmut taulukkoon ja merkitaian
niiden prioriteetiksi etaisyys lihtosolmuun (k:n
prioriteetti + k:n ja vierussolmun valinen paino)
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« Jos viereinen solmu on jo taulukossa, paivitetaian sen
prioriteettiarvo, jos tama on suurempi kuin solmun
etaisyys lahtosolmuun k:n kautta

- Etsitaan prioriteettitaulukon pienin alkio, josta tulee
uusi k seuraavalle kierrokselle

Tehokkuus: O(E) = 0O(V?2) tiheille verkoille

3/30/05
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11.7.4 Geometriset tehtavit

= "Hae lyhin reitti tasolla olevassa verkossa pisteestia A
pisteeseen B."

= Kaytetaan PFS-hakua, jossa solmun x prioriteettina
kiytetdan seuraavaa summaa

Etidisyys A-x puuta pitkin laskien
+
geomeltrinen etaisyys x-B

Lopetetaan, kun B on lisidtty puuhun

=> Lyhin reitti l0ytyy nopeasti, koska algoritmi hakeutuu
heti oikeaan suuntaan verkossa
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11.8 Verkon yhtenaisyys (graph connectivity)

= Verkko on yhteniinen, jos jokaisesta solmusta on polku
kaikkiin muihin solmuihin

= Epayhteniinen verkko koostuu yhteniisisti osaverkoista
= DFS-algoritmi loytida verkon yhtenaiset osat

Jos niet rekursiivisessa DFS-haussa joudutaan tekemséian ei-
rekursiivinen DFS:n kutsu, ollaan siirrytty toiseen osaverkkoon
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11.8.1 Kahdesti yhtenevyys

= Verkko on kahdesti yhtenainen (biconnected), jos ja vain
jos jokaisen solmuparin vililld on vahintadan kaksi erilaista
polkua

= Kahdella erilaisella polulla ei saa olla muita yhteisia solmuja
kuin alku- ja loppusolmut

"  Leikkaussolmu (articulation point) on solmu, jonka
poistaminen aiheuttaa verkon jakautumisen kahteen tai
useampaan eri osaan

= Kahdesti yhtenaisessi verkossa ei ole leikkaussolmuja

Leikkaussolmut jakavat yhteniaisen verkon kahdesti yhteneviin
osaverkkoihin
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= Leikkaussolmu on kriittinen komponentti, jonka
vioittuminen voi lamauttaa systeemin toiminnan

= Kun tallaisia solmuja ei ole, saadaan vikasietoinen (fault
tolerant) systeemi
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= Leikkauspisteet voidaan etsia DFS-haun avulla tutkimalla
syntyvaa DFS-puuta

= Solmu x ei ole leikkauspiste, jos sen jokaisen lapsen
muodostamasta alipuusta on yhteys hakupuuhun k:n
ylapuolelle johonkin k:n edeltajaan

= Juuren ylapuolelle ei voi olla yhteyksii. Siksi juuri on
leikkauspiste, jos silld on useampia kuin yksi lapsi
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Asian tutkiminen voidaan jarjestaa seuraavasti:

= Jokainen rekursiivinen DFS-kutsu sijoittaa kisittelemansa
(visited) solmun taulukkoon kisittelyjarjestyksessa

=  Solmun edeltajit ovat taulukossa ennen solmua itseaan

= Jokainen rekursiivinen DFS-kutsu palauttaa tiedon
ylimmasta (lahinnéa taulukon alkua) kutsun aikana viitatusta
solmusta

=> Jos johonkin solmun k lapseen liittyva kutsu palauttaa arvon,
joka on = Kk, k on leikkauspiste

= Algoritmin tehokkuus:

« Seuraajaluettelossa: O(V + E)
« Yhteysmatriisissa: O(V2)

3/30/05 49



Korhonen, A., Malmi, L. Tietorakenteet ja algoritmit / Verkot

11.9 Suunnatut verkot

®" Suunnatussa verkossa sirmia voi kulkea vain yhteen
suuntaan

= Kahden solmun valilla voi olla kaksi eri suuntiin menevaa

sarmaa
=  Suunnattu verkko voi olla myos painotettu
Esimerkkeja:
« Helsingin katuverkko

« Projektin ajoituskaavio
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Ongelmia:
1) Piaaseeko pisteestia A pisteeseen B?

= Suunnatussa verkossa ei valttamaissa paiase kaikista pisteista
toisiin pisteisiin, vaikka verkko olisi yhtenainen

2) Muodosta suora yhteys kaikkiin niihin solmuihin, joihin
pisteesta A voi paasta

3) Etsi verkon topologinen lajittelu
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Suunnatun verkon esitysmuoto:

= Yhteysmatriisi ei ole symmetrinen

TR

R R RO

A
B
C

= Seuraajaluettelossa on sarmit vain yhteen kertaan

A: C
B: C
C: -
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11.9.1 DFS-haku suunnatussa verkossa

" Perusmenetelma toimii samalla tavalla kuin
suuntaamattomassa graafissa

= Algoritmin avulla loydetaan kaikki ne solmut, joihin on
mahdollista paista lahtosolmusta kisin

= DFS-hakupuun sijasta syntyy yleensa hakumetsa (DFS
search forest)

= Alunperin yhtenaisesti verkosta syntyy useita puita

= Katkoviivat voivat kulkea paitsi puussa ylospain, myos
alaspain ja ristiin eri haarojen valilla

=> Algoritmit, joissa tutkitaan DFS-hakupuun rakennetta,
mutkistuvat.

3/30/05 53



Korhonen, A., Malmi, L. Tietorakenteet ja algoritmit / Verkot

11.9.2 Transitiivinen sulkeuma (transitive closure)

= Jos suunnattuun verkkoon lisiataan valit XY, mikaéli X:stia on
olemassa reitti Y:hyn kaikille solmuille X ja Y, saadaan
verkon transitiivinen sulkeuma

= Se ilmaisee suunnatun verkon yhtenaisyyden
mahdollisimman kompaktisti. Sen avulla on helppo vastata

kysymykseen:

"Onko reittia solmusta A solmuun B?"

= Transitiivinen sulkeuma voidaan tuottaa DFS-haun avulla,
kun haku suoritetaan lahtien kaikista solmuista erikseen

" Tehokkuus:
« Seuraajaluettelolla: O(V(E +V))
« Yhteysmatriisilla: O(V3)
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Warshallin algoritmi:

= Sulkeuma voidaan laskea yksinkertaisella tavalla seuraavan
periaatteen pohjalta:

« Solmut esitetain yhteysmatriisissa, jolloin ne
numeroidaan valilla 1..V

« Oletetaan, etti on olemassa reitti X->Y, joka kayttiaa vain
solmuja valilla 1..Y-1

« Oletetaan lisiksi, ettid on olemassa yhteys Y->J

= On olemassa yhteys X->J, joka kayttida vain solmuja
valilla 1..Y
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for (y=1; y<=V; y++)
for (x=1; x<=V; x++)
if (adjmatrix[x,y])
for (j=1; j<=V; Jj++)
if (adjmatrix[y, Jjl)
adjmatrix[x, j]= TRUE;

" Tehokkuus: O( VE + V2)
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11.9.3 Topologinen lajittelu (topological sorting)

= Joissakin verkkosovelluksissa silmukat eivat ole mielekkaita.

Esimerkki:

- Tyonkulkukaaviossa ei ehki ole mielekiasta, ettia vaihetta
A seuraa vaihe B, jota seuraa vaihe C, jota seuraa vaihe A.

=  Suunnattu verkko, jossa ei ole silmukoita, on nimeltaan DAG
(Directed Acyclic Graph)

= Sen DFS-puussa ei ole ylospain osoittavia (katkoviivalla
esitettyja) nuolia

= Kun DAGin solmut esitetain siina jarjestyksessa, etta kaikki
solmun edeltijat ovat listassa ennen ko. solmua, saadaan
verkon topologinen lajittelu
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= Jos mukaan piirrettaisiin nuolet, ne menisivat kaikki
vasemmalta oikealle

= Hyodyllinen esitysmuoto esim. projektin ajoituskaaviolle
« Kaullekin osavaiheelle vilttiamattomat esivaiheet selvasti

niikyvilli
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Topologinen lajittelu voidaan muodostaa eri tavoin

1. Poistetaan verkosta solmu, josta ei liihde yhtian kaarta
 Samalla poistetaan siihen saapuvat kaaret (matriisin
sarake)

o Paivitetaan tieto myos poistettujen kaarten
lidhtosolmujen osalta (laskuri / solmu)

e Valitetaan seuraavaa poistoa varten uusi solmu.
e Lopuksi tulostetaan solmut kadnteisessa jarjestyksessa

2. DFS-haun avulla seuraavasti:

« Kiaannetain kaikkien sarmien jarjestys

e Tulostetaan solmun nimi juuri ennen Visit-proseduurin

paiattymista
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3. Vaihtoehtoisesti voidaan toimia nain:
e Tulostetaan solmun nimi juuri ennen Visit-proseduurin
paattymisti, jolloin kaikki seuraajat on jo kasitelty

« Tuloksena saadaan kadnteinen topologinen lajittelu
(reverse topological sorting). Se kuvaa tilannetta, jossa
solmun nimea seuraavat ne solmut, joista ko. solmu on
riippuvainen

« Tulostetaan tama painvastaisessa jarjestyksessa

= Topologinen lajittelu saadaan laskettua ajassa O(E + V)
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11.9.4 Vahvasti yhtenaiset komponentit (strongly connected
components)

= Jos suunnatussa verkossa on joukko solmuja, joista
jokaisesta paasee saman joukon muihin solmuihin, on
kyseessa vahvasti yhtenainen komponentti

= Tallaisten komponenttien ulkopuolelle ei ole edestakaista
yhteytti

= Komponentit pystytaian loytaimaan DFS-haulla, jota
muokataan sopivasti:

- Tunnistetaan tilanteet, joissa syntyy suunnattu silmukka,
eli viitataan hakupuussa ylospain jo lapikiytyyn
solmuun.

= Vahvasti yhtenaisten komponenttien laskemisesta on hyotya
transitiivisen sulkeuman laskemisessa.
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11.10 Joukot ja verkot

" Joukko (set) on kokoelma alkioita

= Verkko- ja joukkorakenteita voidaan joissakin ongelmissa
kiasitella samalla tavalla

Analogiat:
solmu = joukon alkio
sarma = alkiot kuuluvat samaan joukkoon

verkon yhteniainen osa = joukko
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Eraita ratkaistavia ongelmia:

= Kuuluvatko solmut A ja B verkon samaan yhtenidiseen osaan?
®* Kuuluvatko alkiot X ja Y samaan joukkoon?

= Ratkaisuna on kaksi eri algoritmia

3/30/05 63



Korhonen, A., Malmi, L. Tietorakenteet ja algoritmit / Verkot

11.10.1 DFS-haku

= Jos verkko on rakenteeltaan staattinen, kaydaian verkko lapi
DFS-haulla ja merkitain solmutaulukkoon jokainen
erillinen osaverkko omalla tunnuksella

= Ongelma ratkeaa vertaamalla sitd, ovatko A:n ja B:n
osaverkkojen tunnukset samat

= Jos verkkoon lisataan sarma, kaikki on tehtava uudestaan

= Dynaamiseen tilanteeseen tarvitaan erilainen algoritmi

3/30/05 64



Korhonen, A., Malmi, L. Tietorakenteet ja algoritmit / Verkot

11.10.2 Etsi-Liitid-algoritmi (Union-find)

Algoritmia kiytetain tilanteissa, joissa verkkoon (joukkoon)
liitetaan perikkiin uusia sarmia (yhteenkuuluvuuksia)

Jokaisen lisayksen jilkeen voidaan heti kysyid, kuuluvatko
jotkin solmut (alkiot) samaan komponenttiin (joukkoon)

Huom! Algoritmissa muodostuva tietorakenne ei vastaa

alkuperaisti verkkoa, vaan on ainoastaan apuviline tiassa
ongelmassa
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Perusalgoritmin toiminta:

= Luodaan aluksi metsa, jossa kaikki solmut ovat erillisina
puina

= Kun rakenteeseen lisiataian verkkoon kuuluvia sarmia,
vhdistetian metsain kuuluvia puita yhteen

= Tarvittavat toiminnot Etsi (find) ja Liita (union)
toteutetaan seuraavasti:

Etsi:

Kulje molemmista sarman paatesolmuista puun juurta
kohden ja katso, 10ytyyko yhteinen isa
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Liita:

« Jos sarmin paitepisteet kuuluvat samaan puuhun, ei
tehda mitaan

- Jos paatepisteet kuuluvat eri puihin, puut yhdistetaian
siten, etta loppupisteen sisiltava puu tulee alkupisteen
sisaltiavian puun juuren alipuuksi

= Metsi esitetian dad-linkkien avulla, jolloin juuren etsiminen
ja puiden yhdistaminen on helppoa
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Esimerkki: Verkkoon kuuluu solmut A-M ja siihen liitetaan
sarmia jarjestyksessia AG, AB, AC, LM, JM, JL, JK, ED, FD, HI,
FE, AF, GE, GC, GH, JG ja LG.
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= Perusalgoritmi toimii huonosti, jos lisattavit sarmit ovat
sopivassa jarjestyksessi. Esimerkiksi:

BA, CB, DC, ED, ...
tai
BA, CA, DA, EA, ...

= Rakenne degeneroituu listaksi, jolloin tehokkuus on
kvadraattinen

= Ongelma voidaan kiertiaa muuttamalla algoritmia hieman:
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11.10.3 Tasapainotus painon mukaan (weight balancing,
balancing by size)

= Liita-operaatiossa yhteiseksi juureksi tulee se puu, joka on
suurempi

= Kunkin puun juureen liitetaan tieto puun koosta

11.10.4 Tasapainotus korkeuden mukaan (height balancing)

= Liita-operaatiossa yhteiseksi juureksi tulee se puu, joka on
korkeampi

= Kunkin puun juureen liitetain tieto puun korkeudesta
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11.10.5 Polun tiivistaminen (path compressing)

= Kun juuri on loytynyt, liitetdan kaikki lihtosolmusta juureen
kulkevan polun solmut suoraan juuren alle. Tama tehdaian
seka sarman alku- ettia loppusolmulle.

= Puu lyhenee, miki nopeuttaa algoritmia

= Menetelmia voidaan myos yhdistia, jolloin algoritmin
tehokkuus on O(E a (E)), missa

o (E) < 4, kun log(log(log... (E)...)) <1
16 kpl
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= Algoritmin vaatima tila = V, vaikka verkossa voi olla E = V2

= Hyvin suurten verkkojen yhtenevyyttia voidaan helposti
tutkia

=  DFS vaatisi tilaa kaikille sarmille
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11.10.6 Sovellus: Kruskalin algoritmi

Verkon pienin virityspuu voidaan laskea seuraavasti:

= Jdeana on rakentaa asteittain verkon komponentteja
suuremmiksi. Uudet lisattavat sarmit voivat joko liittaa
kaksi komponenttia yhteen tai muodostaa silmukan yhdessa
komponentissa (jolloin lisaysta ei tehda).

= Verkko esitetain seuraajalistan avulla

= Verkon siarmat lisataan yksi kerrallaan aloittaen lyhimmasta,
kunnes kaikki solmut on yhdistetty

= Jos sarma muodostaisi silmukan, sita ei liiteta mukaan
=  Silmukat voidaan todeta union-find-algoritmilla
= Algoritmin oikeellisuus perustuu kohdan 11.6.1 lauseeseen

" Tehokkuus: O(E log E)
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