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6. PUURAKENTEET

Puurakenteet
Ari Korhonen
11.1.-11.3 Verkot ja niiden esitystapoja
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6.1 Kasitteistoa

* Puurakenteen perusmalli on sukupuu

isa (parent)

lapsi (child)
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Kisitteitd ja ominaisuuksia:

"  Solmu (vertex) on puuhun kuuluva alkio, johon voidaan
tallettaa tietoa

= Viali, sarma, kaari (edge) on suora yhteys kahden solmun
valilla

= Juuri (root) on puun ylin solmu

=  Solmun lidhin edeltiji on sen isd (father, dad, parent).
Kauemmista edeltéjisti kiytetidin nimei isoisd, esi-isd tai
edeltaji (grandfather, ancestor)

®=  Solmun lihinni alemmat seuraajat ovat sen lapsia (children).

Niiden lapset vastaavasti lapsenlapsia (grandchildren)

= Kullakin solmulla on vain yksi isd I A
/;/E)\%Qw
=  Juurella ei ole isii DEC (=
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=  Solmulla voi olla 0-N kpl lapsia. Yleisessi puussa lasten
maéirii ei ole rajoitettu

= Saman isin lapset ovat toistensa sisaruksia (sibling)

= Lehti (leaf, external node) on solmu, jolla ei ole lapsia

®*  Muut solmut ovat puun sisasolimuja (internal node)

= Lehdet ovat joskus rakenteeltaan erilaisia kuin sisisolmut
= Polku (path) on yhteys kahden solmun vililla

®*  Juuresta mihin tahansa solmuun on vain yksi polku.
Vastaavasti jokaisesta solmusta on vain yksi polku mihin
tahansa toiseen solmuun

(&) mate

= Jokainen solmu on oman alipuunsa |

=  (subtree) juuri \/\ e L
G ?D (o
NN

. . o N
2/1'6/05 Puiden joukko on metsa (forest) S
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= Jarjestetyssd puussa (ordered tree) lasten jirjestys on

maaratty
« Vasen, Oikea
+  Ensimmiinen, Toinen,...,Viimeinen

« EI tarkoita siti ettid solmuihin liittyvi tieto olisi

jarjestyksessi!

=  Solmu on tasolla N (level N), jos polulla siitd juureen on N
solmua. Juuren taso on o.

®*  Puun korkeus (height) on sen tasojen miiri, ts. pisimmén
juuresta lehteen ulottuvan polun pituus
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Lause: Jos puussa on N solmua niin siini on N-1 sirmii

Todistus:
= Jokainen solmu kytkeytyy yhdellad sirmiilli isdisolmuunsa

= Juurisolmulla ei ole isaa

Puun rekursiivinen méiritelma:

®*  Puu on joko yksittdinen solmu tai juurisolmu, joka on kytketty
joukkoon muita puita (= alipuita )

= Alipuiden tulee olla pareittain pistevieraita
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=  Usein kiytetty merkinti:
+  Solmut palloja

« Alipuut kolmioita

2/16/05 8
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6.2 Binﬁﬁripuu (binary tree)

®  Binadripuu (binary tree) on jirjestetty puu, jossa jokaisella
solmulla on tismélleen kaksi lasta: vasen ja oikea (voivat olla
tyhyjii)

= Bindidripuu on tdaydellinen (complete), jos alinta tasoa
lukuunottamatta kaikki tasot ovat tiynni ja alimmalla tasolla
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6.3 Puiden esitystapoja

6.3.1 Dynaaminen tietorakenne

struct node {
char key;

solmut ovat vasemmassa reunassa struct node *left; 7 N
. left g fight
struct node *right;
};
7
Q/ typedef struct node * link;
O O O/ O
Q O O O O ®* Lehtisolmujen linkit voidaan asettaa arvoon NULL
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Sama Javalla

class TreeNode

{
private Object data;
private TreeNode left, right;

TreeNode (Object element)
{

data = element;
left = null;
right = null;

TreeNode root, p, g’

= Lehtisolmujen linkit voidaan asettaa arvoon NULL

2/16/05 11

= Joskus juuren Kisittely joudutaan suorittamaan

erikoistapauksena

+  Esim. jos kaikkiin solmuihin kohdistettava operaatio viittaa
myo0s solmun isdin

= Kannattaa miiritella yliméidridinen Head-solmu, josta on viittaus

juureen

+  Vrt. linkitetty lista
S
e

- )
L-G0
- 7
L) L e
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= Samoin voidaan méiritelli erityinen z-solmu, johon tyhjit
alipuut eli lehtisolmujen linkit viittaavat (Sedgewick:

Algorithms) :
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= Nyt esim voidaan luoda tyhja puu ja kisitelli sitid samoilla
rutiineilla kuin muitakin puita:

link Z = malloc (sizeof (struct node)) ;
z->left = Z;

« z-solmuja on vain yksi .
o aleJ y O Z->right = Z;
PP / Head
{ A a .
o 1 ea _ss / link Head =
«  z-solmun linkit viittaavat { Q Q . .
z-solmuun itseensi | ¥ » “ malloc (sizeof (struct node)) ;
‘ Q Q Q Head->left = Z; \ e
e v ree e I S~ Head->right = Z; \ '
» Kaikki kerralla kiytossia (R / / g \
olevat dynaamiset \\ / N L
tietorakenteet voivat kiyttaa \ / S/ —
samaa z-solmua SO i
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=  Tiamai esitystapa mahdollistaa liikkumisen puussa vain e es
tystap p Luentotehtiivi

alaspiin

=  Jos halutaan liikkua myo6s ylos, voidaan lisétéi kolmas linkki,
dad, joka osoittaa solmun isééin

®=  Yleisti puuta ei kannata esittid samalla tavalla, koska lasten
maiiri ei ole rajattu

2/16/05 15

® 1. Jos binééripuun korkeus on k, niin kuinka monta alkiota
siinid on
« a)vihintdan?
« b) enintdin?
= 2, Jos biniiripuussa on N alkiota, niin miki on sen korkeus
« a)vihintdan?
« b) enintain?

= 3. Pohdi em. kysymyksid myos
« a) tiaydellisen binidéiripuun tapauksessa
« b) yleisen puun tapauksessa.
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6.3.2 Taulukkoesitys

= Tiydellinen biniiripuu voidaan esittiii yksinkertaisessa
taulukossa

=  Juuri on taulukon 1. alkiossa

= Paikassa k olevan solmun iséi on paikassa k DIV 2

= Paikassa k olevan solmun lapset ovat paikoissa 2*k ja 2*k+1

= Viittauksille lapsiin (left, right) ei siis varata lainkaan tilaa

= Esityksessi voi liikkua seki ylos ettéd alas puussa

Binddripuu

Binddripuu

|I§l|l|li]|l l|l I|II|I0|
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6.3.3 Isi-linkit tai -taulukko yleiselle puulle

= Jos puussa tarvitsee liikkua vain ylospéin, riittdi
kussakin solmusta tieto sen isidstid. Timi voidaan
toteuttaa joko dynaamisena tietorakenteena tai

taulukkona

struct node { _
char key; —
struct node *dad; @

}; \

typedef struct node * link; ® @
k 123 456 78 9101112 ®® @@

a[k] ASAMPLETREEX

dad[k] 3 310 8 8 8 8 9 10 -1 10 11
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=  Jos yleisessi puussa halutaan liikkua alaspéin, kytketidin
kunkin solmun jilkelidiset linkitetyksi listaksi. Siten
voidaan varata tilaa tarpeen mukaan.

= Solmusta on osoitin vasemmanpuolimmaiseen lapseen ja
ldhinni oikealla olevaan veljeen

o struct node {
char key;
° o e struct node *First child;
OO0 "‘

typedef struct node * link;

=> Esitysmuoto palautuu bindiaripuuksi!

struct node *Next sibling;

2/16/05 19
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6.4 Puussa kulkeminen (traversing a tree)

= Monessa tilanteessa pitdi pystya kaymadan lapi
(traverse) kaikki puussa olevat alkiot
= Lipikiyntijarjestyksid on useita
« esijarjestys (preorder)
« sisdjarjestys (inorder)
« jalkijarjestys (postorder)

« tasojarjestys (level order)

2/16/05 20
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Esijarjestyksessi puu kiydiin lidpi jarjestyksessi: juuri - vasen
alipuu - oikea alipuu
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= Jilkijarjestyksessi puu kiydidin lipi jarjestyksessi: vasen alipuu -
oikea alipuu — juuri

PMSAALERTEE AASMTEERELP
= Sisdjarjestyksessi puu kiydién lipi jarjestyksessi: vasen alipuu - =  Tasojiarjestyksessi puu kiydiin ldpi kukin taso kerrallaan
juuri - oikea alipuu ylhéailta alkaen
ASAMPLETREE o PMLSEAARTEE °
@ / ®/
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2/16/05

“Muistisaianto”:

Piirretidin viiva juuren péiélti lihtien vastapidivaan
puun ympiri lihelti liipaten, tulostetaan solmu kun
se

+ ohitetaan vasemmalta => Esijirjestys

+ ohitetaan alta => Sisdjirjestys
+ ohitetaan oikealta => Jalkijarjestys

23

*  Kolmen ensimmiiisen Lipikiyntitavan implementaatio on
helpointa tehdi rekursion avulla

void traverse preorder (link t)
; O} ®
if (t != NULL) { OO (&)
visit(t); ¢
traverse_ preorder (t->left) ; @ @
traverse_ preorder (t->right); @

2/16/05 24
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void traverse_inorder (link t) Esijérjestys pinon avulla: Tasojiir_.ie.:styksen implementointi kay
{ helposti jonorakenteen avulla:
if (t !'= NULL) { id void
traverse inorder (t->left); voi .
visit (t)? traverse_preorder (link t) traverse_levelorder (link t)
traverse_inorder (t->right) ; { { t(t)
} push(t) ; pu ;
} { do { do {
® ® ® t = pop(); oy t =get();
{ i = OERO! i '=
void traverse postorder (link t) @ \GD if _(t_ != NULL) ({ ;(( R if _(t_ t (t)NULL) {
{ visit(t); & G visi !
if (t '= NULL) { @ push (t->right); =~ ~ & o put (t->left) ;

: _ . e ->ri .
traverse_postorder (t->left) ; push (t->left) ; © ) put (t->right);
traverse_postorder (t->right); } i
visit(t); } while (!stack _empty()); } while (!'queue_empty());

} } }
}
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Luentotehtiivi =  Yleisen puun ldpikidynnissi em. algoritmit yleistetdin

= Esité jonon sisiltd, kun oheinen puu kiydiédn ldpi tasojirjestyksessia
annetulla algoritmilla

void traverse_levelorder (link t)

put(t);
do {
t = get();
if (t !'= NULL) {
visit(t);
put (t->left) ;
put (t->right) ;
}

} while (!'queue_empty()); @
}

Esijirjestys
EAASRTMPLEE
Jilkijidrjestys

ASAMPLETREE

= Koska yleinen puu on palautettavissa bindaripuuksi, sitia
koskevat algoritmit voidaan yleistdaa binédédripuun
kisittelyalgoritmeista

2/16/05 28
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6.4.1 Eriiti lipikiynnin sovelluksia:
= Esijirjestys
» sisillysluettelon tulostaminen
« tiedostoluettelon tulostaminen
= Sisdjirjestys
+ hakupuun sisilt6 aakkostettuna
+ lauseke infix-muodossa
= Jilkijirjestys
+ tulosyhteenveto

+ lauseke postfix-muodossa

2/16/05
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6.4.2 Lipikiyntijiarjestyksen merkityksia

= Esijirjestys vastaa depth first-hakua

“etsitéén tietty haara mahdollisimman pitkiille ennen kuin
periaannytiin”

®* Tasojirjestys vastaa breadth first —hakua

“etsitiin tietylli etiisyydellid juuresta olevia solmuja.”

2/16/05 30

Korhonen, A., Malmi, L. Tietorakenteet ja algoritmit / Puurakenteet

6.5 Puiden sovelluksia

6.5.1 Jisennyspuu.

Esimerkiksi lauseke voidaan esittii puurakenteen avulla
=  Alkuperiinen infix-lauseke:

5* ((9+8) * (4+6) +7)

jilkijarjestyksessi, saadaan

=  Kun timéi puu kdydéaéan lapi @ _
lauseke postfix-muodossa : N

2/16/05

598+46+* 7+ * :E N\ /N
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=  Sisdjirjestys antaa lausekkeen alkuperiisessé infix-
muodossa, kunhan sulut lisiitiéin yhteenlaskusolmujen
oikeille puolille

5% ((9+8)* (4+6)+7)

= Esijirjestys antaa ns. prefix-muodon

*5+* + 98+ 467

2/16/05 32
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Jisennyspuun luominen:

1. Luetaan postfix-lauseketta merkki kerrallaan
598+46+*7+ *

2. Operandi =>
+ Tehdain tistid uuden puun juuri
+  Osoitin uuteen puuhun asetetaan pinoon

3. Operaattori =>
+ Tehdain tistid uuden puun juuri
+ Oikeaksi lapseksi popataan pinon paillimmiéinen
+  Vasemmaksi lapseksi seuraava

+  Osoitin uuteen puuhun pinoon
2/16/05
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Esim:

2/16/05

34

Korhonen, A., Malmi, L. Tietorakenteet ja algoritmit / Puurakenteet

4 \

& oW
ol0 OO
6 é)@\@) | * ] \\ [1]
¢ oS
010 ®E®E

Korhonen, A., Malmi, L.

Tietorakenteet ja algoritmit / Puurakenteet

7 .
bk

36




Korhonen, A., Malmi, L. Tietorakenteet ja algoritmit / Puurakenteet
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6.5.2 Hakupuu

*
I I B « Tieto voidaan jirjestiai puuhun siten, ettd haku on nopeaa.
Esimerkki: binadrinen hakupuu (binary search tree)
2/16/05 37 2/16/05 38
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6.5.3 Keko 11.1 Verkot

» Tieto voidaan jirjestidd puuhun siten, etti suurimman
(pienimmiéin) alkion etsiminen on nopeaa.

+  Esimerkki: keko (heap)

2/16/05
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= Verkko on kokoelma solmuja (vertex), joita yhdistidi

toisiinsa joukko sdrmia (edge). Sarmii kutsutaan myos
kaariksi (arc).

® Solmuilla on nimi ja niihin voi liittyi dataa

CwpS
(©)
e &
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= Jos verkon sirmii voi edeti vain tiettyyn suuntaan, kyseessi
on suunnattu verkko (directed graph, network). Muutoin
verkko on suuntaamaton (undirected)

Esimerkki: Projektin aikataulu. Miki vaihe seuraa mitikin?

= Jos verkon sirmiin liittyy jokin kustannus, on kyseessa
painotettu verkko (weighted graph)

Esimerkki: Maantieverkko + etédisyydet
= Sidrmit E yksiloidddn niiden piétepisteiden V mukaan
Esimerkki: V= {A, B, C}E={(A,0), B,0) } (A)

©
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Puut:

® Puu (tree) on yhteniinen suuntaamaton verkko, jossa ei ole
silmukoita

= Puussa kahden solmun vilillé on vain yksi (yksinkertainen)
polku

= Jos puuhun lisiitiin sirmi muodostuu silmukka

=  Metsdi (forest) on epiayhteniinen verkko, jonka yhteniiset
osat ovat puita
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= Virityspuu (spanning tree) on verkon yhteniinen aliverkko,
joka sisiiltii kaikki verkon solmut, mutta vain niin paljon
sdrmii kuin tarvitaan muodostamaan niistd puu

= Virityspuu ei ole yksikisitteinen

Esimerkki: Pienin méiri johtoa, miki tarvitaan

yhdistadmaiin tietty joukko kytkentipisteiti
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Verkon sirmien mééri:
®* Puu, jossa onV solmua, sisidltidd V-1 sirmai

* Suuntaamattomassa verkossa, jossa on V solmua, sirmien
maéiré E voi olla:

0 < EZXV((V-1)/2

= Verkko, jossa on kaikki mahdolliset sarmit, on tiydellinen
(complete)

= Verkkoa voidaan sanoa tiheiksi (dense) tai harvaksi
(sparse). Rajakynnykseni esimerkiksi V log V sarmaa.
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11.3 Verkon esittéiminen

Verkko voidaan esittii tietorakenteena usealla eri tavalla:

1) Yhteysmatriisi (adjacency matrix)

= QOletetaan, ettid verkon solmut kuvataan kokonaislukuina 1..V

= Esimerkkiverkko voidaan esittii nyt matriisimuodossa, jossa
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2) Seuraajaluettelo (adjacency structure)

= Jokaisen solmun seuraajalistassa (adjacency list)
luetellaan kaikki ne solmut, joihin on sirma tisti solmusta

= Esimerkkiverkon seuraajaluettelo:

OO ve

alkio 1 kuvaa sirmin olemassaoloa ja alkio o, etti sirmaii ei C:A.B
ole. v
® ® i1z
A 1 0 1
B O 1 1 = Toteutettavissa tehokkaasti linkitettyini listoina
o c 1 1 1
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Luentotehtiavi: mika seuraavista ei kuulu
joukkoon? Nimeai esitysmuodot.

Verkko G = (V,E), jossa a b ¢ 4 e
a o 1 1 0 0
v={a,b,c,d, e} b o o o 1 o0
E={ (a,b), (a,c), (b,d), (c,d), (c,e) } c 0 0O O 1 1
d o0 (/] 0 o 0
e O (V] V] 0 (V]
a: b,c
ORI
c: d, e
e d:
© @

= Verkkojen sovelluksia:

+ Lentoyhtion aikataulu
+ Maantieverkko

« Projektin aikataulu

« Putkistokaavio

» Virtapiiri

« Tietoliikenneverkko

« 3D malli kappaleesta




