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10.1 Yleista

= Jos avaimet ovat kokonaislukuja vililla 1-N, voidaan niita
kayttaa suoraan hakutaulukon (koko N) indeksointiin.
Hakuaika on O(1).

= Useimmiten avainavaruus on liian laaja
« pitkat kokonaisluvut
« merkkijonot

= Hajautus pyrkii muuntamaan tillaiset avaimet
kokonaisluvuksi viilille 1-N, jolloin tieto voidaan tallentaa
taulukkoon ja hakea sielta ajassa O(1)
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= Hajautus on kompromissi aika-tila-vaatimusten suhteen:

« rajaton tila:
v  avain indeksina
v’ nopea haku, huono pakkaustiheys

- rajaton aika:
v tietueet periakkaiin, ei tietorakennetta
v hidas haku, hyva pakkaustiheys
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Hajautuksen toteuttamiseen tarvitaan kaksi asiaa:
hajautusfunktio ja yhteentormaysten kasittelymekanismi

1) Hajautusfunktio (hash function) muuntaa kaikki
avainavaruuden arvot hajautustaulukon osoiteavaruuteen
1..N (tai 0 .. N tai 0.. (N-1))

« Toteutettu yleensa aritmeettisilla laskutoimituksilla

« Ideaalinen hajautusfunktio palauttaisi eri osoitearvon
kullekin eri avainarvolle. Kaytannossa nain ei ole, vaan
tarvitaan:
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2) Yhteentormaysten kasittelymekanismi (collision resolution)

« Kun hajautusfunktio tuottaa eri avaimille saman arvon,
nama tilanteet tulee erottaa toisistaan. Tahan on useita
eri menetelmia, mm.

v erillinen ketjutus (separate chaining)
v lineaarinen kokeilu (linear probing)
v neliollinen kokeilu (quadratic probing)

v kaksoishajautus (double hashing)
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10.2 Hajautusfunktio (hash function)

= Hyva hajautusfunktio hajauttaa kaikki avainarvot tasaisesti
osoiteavaruuteen

= QOlennainen asia on se, etta kaikkien avaimeen kuuluvien
numeroiden tai merkkien tulisi vaikuttaa hajautusarvoon

= Seuraavassa esitetidin joitakin yksinkertaisia
hajautusfunktioita (ja niiden sudenkuoppia):
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Kokonaislukuavaimet:

1) Jos avain on kokonaisluku (k >> N), varsin hyva funktio on
h(k)=k%N

= N:n tulee olla alkuluku. Téama on helpoin tapa varmistaa,
etti kokonaisluvun k jokainen bitti vaikuttaa tulokseen.

2) Vieli parempi idea on, etti korotetaan avain nelioon ja
otetaan keskelti muutama numero:

h(k) = trunc(kz/C) % N, jossa CN2 = k2 (avaimet valilla 1-k)

* N:ksi kannattaa valita kahden potenssi

3/18/05



Korhonen, A., Malmi, L. Tietorakenteet ja algoritmit / Hajautus

Merkkijonoavaimet:

= Merkkijono tulkitaan suurena kokonaislukuna ja kisitellaian

yleensa sopivina osina, esim. merkki kerrallaan

3) Yksinkertainen ajatus on tulkita merkit numeroina, laskea
ne yhteen ja jakaa summa sopivalla luvulla

char k[100];
int temp = 0;

for (i = 0; i < key length; i++)

temp = temp + k[i];
h = temp % N;

Ongelma on se, etta merkkien numeroarvot ovat

epatasaisesti jakautuneet valilla 0-127 tai 0-255, ja naistakin
vain pieni osa on aktiivisesti kaytossa

3/18/05



Korhonen, A., Malmi, L. Tietorakenteet ja algoritmit / Hajautus

4) Otetaan kolme ensimmaista kirjainta, tulkitaan ne 27-
jarjestelmian lukuna (27 erilaista kirjainta) ja muunnetaan
ne 10-jarjestelmaan:

temp = 729 * value(k[1l]) + 27 * value(k[2]) +
value (k[3]) ;
h = temp % N;

Oletus: Value palauttaa luvun vililla 0-26

= Jos kirjaimet ovat satunnaisia, tassa on hyva funktio.
Kaytannossa nain ei tietenkaan ole.
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5) Tulkitaan koko merkkijono kokonaislukuna ja lasketaan siita
% N

= N el tietenkiin saa olla 128 tai 256!
m  Asia lasketaan inkrementaalisesti Hornerin saannolla

temp = 0O;
for (i = 0; i < key length; i++)

temp = ( (32*temp) + wvalue(k[i]) ) % N;
h = temp;

Oletus: Funktio value palauttaa luvun valilla 0-31
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6) Hajautusfunktioiden toteutuksia

[ Kenneth Oksanen, 2002]

Kaytiannossa kiytetaan usein bittioperaatioita, esim.

3/18/05

unsigned int

}

unsigned int h = 0;
for (i 0; i < len;
h += buf[i];

h += h << 10;

h *= h >> 7;

}

h += h << 3;
h "= h >> 11;
h += h << 15;

return h;

hashf (const char *buf, size t len) {

int i;
i++) {

12
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unsigned int hashf (unsigned int key) {
unsigned int h = OxDEADBEEF;
h = key & OxFFFF;
key >>= 16;
h += h << 10;
h "= h >> 7;
h += key & OxFF;
key >>= 8;
h += h << 10;
= h >> 7;

h += key;

key >>= 8;

h += h << 10;
h "= h >> 7;

h += h << 3;

h *= h >> 11;
h += h << 15;

3/18/05 }
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10.3 Erillinen ketjutus - separate chaining, (open hashing)

= Hajautustaulukko sisaltia osoittimet listoihin, joihin
yvhteentormanneet tietueet talletetaan

= Esimerkki: Hajautetaan alla oleva merkkijono 11 alkiota
sisaltavaan taulukkoon kiyttaen hajautusfunktiota k%11

= Kirjainten numeroarvot ovat:
A = 1, B - 2...

K: ASEARCHINGEXAMPLE
h(k): 18517389375 2125135

3/18/05 14
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Hajautusrakenteen sisalto:
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Listat kannattaa pitaai jarjestyksessa

Listojen pituus riippuu hajautusarvojen jakaumasta ja
duplikaattien maarasta

Keskimairin se on = M / N hyvilla hajautusfunktiolla
(M hajautettua alkiota)

N kannattaa valita esimerkiksi siten, etti M /N = 10
16
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Haku:

= Laske hajautusfunktion arvo
= Etsi alkion paikka listasta

= Palauta alkio tai tyhji, jos haku epaonnistui

Lisays ja poisto:

" Suoritetaan haku. Tehdaan lisidys/poisto listaan.

Rakenne ei rajoita talletettavan tiedon méaaraa. Jos se kasvaa
runsaasti, toiminnot vihitellen hidastuvat.

3/18/05 17
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10.4 Avoin osoitus - open addressing, (closed hashing)

Tietueet talletetaan suoraan hajautustaulukkoon
hajautusfunktion osoittamaan paikkaan

Viltetdan dynaaminen muistinkisittely
Taulukon koko N suurempi kuin hajautettavien avainten maara M

Yhteentormaysten kasittelyyn on useita eri menetelmii, joissa
tietueiden haku-/ sijoituspaikka lasketaan seuraavasti

h.(k) = (hash(k) + fG@)) % N i=o0,1,2,... f(0)=0
Haku yleensi erittain nopeaa, ellei taulukko tule liian tayteen

Jos taulukko tayttyy, uudelleen jarjestely raskas toimenpide

3/18/05 18
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10.4.1 Lineaarinen kokeilu (linear probing)

" Yhteentormaiaysten sattuessa etsitaan taulukosta

jarjestyksessa seuraavaa paikkaa, kunnes operaatio
onnistuu tai epaonnistuu

h; (k) = (hash(k) +1) % N
i=o0,1,2,...

= Tyhjat paikat merkitiain jollain sopivalla erikoisarvolla

Haku:

= Laske hajautusfunktion arvo

= Jos paikka on jo kaytossa, etsi taulukosta jiarjestyksessa
eteenpiin, kunnes tietue loytyy tai tulee vastaan tyhjai paikka

3/18/05 19
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Lisdays:
= Laske hajautusfunktion arvo

= Jos paikka on jo kaytossa, etsi taulukosta jiarjestyksessa
eteenpiin seuraava tyhja paikka. Lisaa alkio tiahan

Poisto:

= Hankalampi tilanne, koska syntyva tyhja paikka ei saa sotkea
muuta rakennetta

= Ratkaisuna poistetun alkion paikalle asetetaan erikoisarvo
(place holder), joka tulkitaan tyhjiksi lisaysoperaatiossa,
mutta ei hakuoperaatiossa

3/18/05 20
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Luentotehtava: lineaarinen kokeilu

= Seuraavassa on aloitettu alkioiden hajauttaminen 19

paikkaiseen taulukkoon kiayttaen hajautusfunktiona:

h(k)=®k+i) %19, i=0,1,2,...; f(0)=0

K: A SEARCHIDNGEI XA AMPTLE
h(k): 105 2
i 0001

Tehtava: Jatka hajauttamalla loput avaimet

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

3/18/05
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= Lineaarisen kokeilun ongelmana on se, etta taulukon
tayttyessi syntyy kasaumia (cluster), jotka pidentavat
hakuketjua merkittavasti

= Esimerkin kohdassa ...E X A syntyy kasauma 5-10
talletettaessa merkki X

= Kasaumien todennikoisyytta pyritain pienentimaan muissa
menetelmissa

3/18/05 23
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10.4.2 Neliollinen kokeilu (quadratic probing)

= Sama paaperiaate kuin lineaarisessa kokeilussa, mutta
vhteentormayksen sattuessa seuraavat kokeilut tehdaan
alkioissa:

h; (k) = (hash(k) +i2) % N, 1i=0,1,2,...
= Estaa em. primaiarisen kasautumisen

= Periaatteessa esiintyy sekundaarista kasautumista
- kaikilla avaimilla, joilla on sama hajautusarvo, testataan samoja
paikkoja
« vahainen merkitys

* Taulukon koon taytyy olla alkuluku, muuten kokeilujen
maara voi jaada aivan liian pieneksi
= Uusia alkiota voidaan varmuudella lisata vain, jos taulukon
tayttoaste on alle puolet
3/18/05 24
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10.4.3 Kaksoishajautus (double hashing)

= Sama paaperiaate kuin edellisissa, mutta yhteentorméayksen
sattuessa seuraavat kokeilut tehdian alkioissa:

h; (k) = (hash(k) + i*hash, (k)) % N, i=0,1,2,...
* hash, eisaakoskaan saada arvoa o
= yksi hyva valinta on:

hash, (k) =R - (k% R), jossaR on alkuluku, <N

= Kaksoishajautus ratkaisee priméarisen kasautumisen
ongelman.

3/18/05 25
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= Sekundiarista kasautumista esiintyy, mutta sen merkitys on
vahainen

= Kahden hajautusfunktion laskeminen kuormittaa laskemista
enemmin kuin neliollisessa kokeilussa

3/18/05 26
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Luentotehtava: kaksoishajautus

= Seuraavassa on aloitettu alkioiden hajauttaminen 19
paikkaiseen taulukkoon kiyttaen hajautusfunktioina:

h(k)=k%19, h,(k)=1+ (k% 11)
K: ASEARCHINGEIXAMPTLE
h,(k): 1 0 5 1
h,(k): 2 9 6 2

Tehtava: Jatka hajauttamalla loput avaimet

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
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10.5 Erityiskysymyksia

1) Mika on taulukon oikea koko?
=> jos se arvioidaan vaarin, joudutaan hajauttamaan
uudelleen (rehashing), miki on raskas operaatio, O(N)

2) Jos tiedon maéara vaihtelee suuresti, joudutaan kenties
tarpeettomasti hajauttamaan uudelleen tai tayttoaste voi
jaada liian alhaiseksi
= el sovellu naihin tilanteisiin

3) Jos aineiston koko on suuri, rakenne ei mahdu muistiin
= ulkoinen etsinta

4) Jos tayttoaste a kasvaa lihelle arvoa 1,operaatioiden kesto
kasvaa nopeasti:
a=M/N
3/18/05 29
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=  Pienilla arvoilla:

« onnistunut haku: 1+M/N
« epaonnistunut haku: 1+ M /2N

®" Suurilla tiyttoasteilla operaatioiden vaatima aika on muotoa:

3/18/05 30
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10.5.1 Uudelleenhajautus (Rehashing)

* Taulukon tayttyessa luodaan uusi, kaksi kertaa isompi
taulukko, johon vanhan taulukon tiedot hajautetaan

" Voidaan suorittaa myos toiseen suuntaan, jos taulukosta
tulee poistojen jalkeen liian ”harva”

= Keskimaaridinen kustannus O(1) yhta operaatiota kohti,
mutta saattaa viiviastaa yksittaista tapahtumaa
huomattavasti

3/18/05
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10.5.2 Ulkoinen etsinta (external searching)

»  Ulkoisessa etsinnassa tieto on osin tai kokonaan talletettu
oheismuistiin

=> I/0-aika dominoi
=> Laitteistotekniikka voi asettaa lisarajoituksia

= Ulkoisilla hakumenetelmilld on hyvin suuri kiaytannon
merkitys, koska tietokannat yleensa talletetaan levylle.

= Tavoitteena on minimoida levyhakujen méaara

=> Periakkaishaku levylla mieletonta

3/18/05 32
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Tarkeitid menetelmia ovat:
o« Indeksoitu hierarkinen rakenne
e B-puut
- Laajennettava hajautus

" sisaisten menetelmien loogisia laajennuksia

= eroavat suorituskyvyltain lahinna lisaysten joustavuuden
suhteen

3/18/05
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Laitteistotekniikan vaikutukset:
1) Sarjasaantilaitteet (img-nauha, kasettinauha)

= Ainoastaan periakkaishaku on mahdollista, joten mitaan
erityismenetelmii ei ole

3/18/05
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2) Suorasaantilaitteet (levy)
= Oletetaan yksinkertainen toimintamalli:
« Kaytossa on useita levyja

« Levylla tieto on jaettu sivuille, joihin voi viitata
mielivaltaisessa jarjestyksessa

o Kullekin sivulle mahtuu useita tietueita

= Todellisuus on monimutkaisempi:

o virtuaalimuisti
« cache
 rinnakkaisuuden hallinta

= Jatkossa tarkastellaan vain levylla olevia tallennusrakenteita

3/18/05 35
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Indeksoitu hierarkinen rakenne (indexed
sequential access)

= Perakkaishakumenetelmai, jonka apuna on yksi tai useampia
tasoja hakemistoja (index)

1) Tieto on jarjestyksessa ja jaettu erillisille sivuille

2) Kullakin levylla on hakemistosivuja, joissa on tieto kaikista
sivuista, mita rakenteeseen kuuluu:

« sivun sisaltamat alkiot (alku, loppu)
« sivun osoite levylla

3) Keskusmuistissa voi olla master-hakemisto (master index),
johon on talletettu tieto, mita tietoja on kullakin levylla

3/18/05 36
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Esimerkki:

Merkkijono EXTERNALSEARCHINGEXAMPLE
tallennettuna tahan rakenteeseen:

= Jokaisella levylla hakemistosivu on ensimmaiisena, sitten
datasivut

= Hakemistossa on tieto kaytossa olevien sivujen osoitteista ja
sivuilla olevien avainten minimi- ja maksimiarvoista

= Samaa avainta voi olla usealla sivulla

3/18/05 37
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0 1
Disk 1: *1C2E AAAC

Disk 2: E1I2N EGHI

Disk 3: N1R2X NPRR

Master index : *1E2N3X

EEEE

LLMN

STXX

" Tietueen hakuun tarvitaan tavallisesti vain kaksi levyhakua
(3 tai 4 hakua, jos avain esiintyy hakemistoissa)

=  Paivittaminen erittain kankeaa, koska kaikki hakemistot
voidaan joutua rakentamaan uudelleen. Siten soveltuu vain

hyvin staattisiin sovelluksiin.

3/18/05
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Laajennettu hajautus (EXHASH, extendible
hashing)

" Vain 2 hakua
" Tehokas lisaiaminen

= Tieto tallennettu sivuille, jotka tayttyessain jakaantuvat (vrt.
B-puu)

= Sivut loydetian indeksin avulla (vrt. hierarkinen indeksoitu
haku)

= Apuna avainten digitaaliset ominaisuudet (bitit)

3/18/05 39
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Esimerkki:

Talletetaan alla oleva merkkijono tietorakenteeseen talla
menetelmalla:

EXTERNALSEARCHINGEXAMPLE
« 4 elementtii / siva

« kirjaimilla 5-bittinen koodi

3/18/05
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Alkion haku:

1) Laske avaimen d:n ensimmaisen bitin perusteella oikea
hakemistosivu

2) Hae hakemistosta sivun osoite ja sen jalkeen sivu levylta
muistiin

3) Muistissa hae tieto periakkiaishaulla, bindarihaulla tms.
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Uuden alkion lisaaminen:

3 eri tapausta:
1) Lisdays sivulle, jolla on tilaa
2) Lisays sivulle, jolla ei ole tilaa ja hakemiston paivitys

3) Lisays sivulle, jolla ei ole tilaa ja hakemiston kahdennus
(harvinaista)

3/18/05
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Hakemisto

= Sisaltai vain avaimet ja osoittimet levylle, ei dataa

=> Sivulle mahtuu entryja enemman kuin varsinaisia
tietueita. Esimerkissa suhde = 8 / 4, kiaytannossa suurempi

* Kun hakemisto ei mahdu yhdelle sivulle, tarvitaan master
index, joka toimii samalla periaatteella ja sijaitsee
keskusmuistissa

=> Tieto loytyy kahdella haulla
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Ongelmia

1) Epiasymmetrinen avainjakauma
=> Hakemiston koko kasvaa tarpeettomasti

Esim. 32-bittiset avaimet:

« Joillakin sivuilla erotteluun tarvitaan 20 bittii, joillakin
riittdi 5 bittii

=> Hakemistossa 22° entryi ja paljon paallekkaisia
osoittimia

Ratkaisu:

= Hajautetaan avaimet ennen hakua
=> Jakauma tasoittuu
=> Yhteentormayksista ei ongelmaa
=> Nimitys: Extendible hashing

3/18/05 45



Korhonen, A., Malmi, L. Tietorakenteet ja algoritmit / Hajautus

2) Liikaa samoja avaimia

= Perusalgoritmi ei toimi, jos samoja avaimia on enemmasn,
kuin sivulle mahtuu

=> Tarvitaan virittelya

YHTEENVETO
1) Tehokas haku, vain 2 levyhakua

2) Joustava paivitys

3/18/05
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10.6 Hakurakenteen valinnasta

= Hakurakenne voidaan implementoida monella tavalla.
Asiaan liittyviia niakokulmia ovat:

3/18/05

tiedon maara
talletetaanko rakenne keskusmuistiin vai massamuistiin?

hakuihin, lisidyksiin ja poistoihin liittyvat
aikavaatimukset

lisaysten ja poistojen maara

tarvitaanko erityyppisia hakuavaimia?

operaatiot, joissa avaimia kasitelldaan jarjestyksessa?
menetelman monimutkaisuus
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" Yhteenveto sisiisten menetelmien tehokkuusluvuista, kun

haku onnistuu

Linkitetty lista (jarj.)
Binaarihaku taulukosta
Interp.haku taulukosta

- tasaisella jakaumalla
Binaarinen hakupuu

2-3-4-puu
AVL-puu
Puna-musta puu
Erillinen ketjutus

W(N)
N
log N

N

O(log N)
1.4logN
2log N
N

Lineaarinen kokeilu (o = 0.9) N

Kaksoishajautus (o = 0.99)
Digitaalinen hakupuu

Radix search trie
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N

b
b

A(N)
N/2

log N
loglog N

1.38log N
log N

log N

log N

N/ M

5

5

log N

log N
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Muita nakokulmia sovellettavuuteen

= Linkitetty lista
« Yksinkertainen toteuttaa
o Pienille sovelluksille (N < 20)
- Kannattaa pitai jarjestyksessa

« Voidaan jarjestaia myos aktiviteetin mukaan

= Bindarihaku / interpolaatiohaku taulukosta
- Staattisille sovelluksille, joissa vihan lisayksia ja poistoja

- Interpolointi vie aikaa, joten sita ei kannata kayttaa aivan
pienilla aineistoilla
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=  Binairinen hakupuu
« Suhteellisen yksinkertainen

« Sopii moniin sovelluksiin, joissa ei ehdottomia
aikavaatimuksia

« Voi kayttaytya huonosti varsin tavallisilla aineistoilla

= Tasapainotetut puut
« Sovelluksiin, joissa aikavaatimus on ehdoton
« Melko monimutkaisia toteuttaa
« Sopeutuvat hyvin dynaamisiin tilanteisiin
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= Hajautus

« Sopii moniin sovelluksiin ja on yleensa hyvin tehokas
hakumenetelma

= Hajautusta ei kannata kayttaa:
- aikakriittisissa sovelluksissa (ilman virittelya)
- jos tarvitaan mahdollisuus kisitella tietoa jarjestyksessa
« jos tiedon maaraa ei voida ennakoida ollenkaan
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Hajautusmenetelmian valinnasta:

= Erillinen ketjutus

« Yksinkertaisin toteuttaa ja joustaa hyvin tiedon méaarian
vaihdellessa

- Listat voi jarjestaa myos aktiviteetin mukaan
itseorganisaation avulla

« Listat voi korvata puilla, miki parantaa worst casea.

= Avoin osoitus
« Taulukon tayttoasteen tulisi olla alle 0.5
- Lineaarista kokeilua ei kannata kayttaa

« Neliollinen kokeilu on tehokkaampi kuin
kaksoishajautus
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Digitaaliset hakupuut
- Hyvit worst case- ja average case- tehokkuusluvut

- Toteutus edellyttaa tehokasta paisya kiasiksi bitti-
informaatioon

« Melko monimutkaisia toteuttaa
- Pitkille avaimille kannattaa kayttaa vain Patricia-puuta

« Useita erilaisia muunnelmia, joihin kannattaa perehtya,
jos hakee todella tehokasta rakennetta.

Ulkoiset hakumenetelmat
- Kaytannon valinta on B-puu tai laajennettu hajautus

« B-puusta on erilaisia virityksii, joihin kannattaa
perehtyi etukiteen
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